S. SCHIMBAREA RATEI DE ESANTIONARE

5. SCHIMBAREA RATEI DE ESANTIONARE.
APLICATII ALE CIRCUITELOR MULTIRATA

5.1. Introducere

In multe aplicatii este necesard schimbarea frecventei de esantionare a
semnalului. Fie secventa numerica X[Nn], obtinutd prin esantionarea semnalului

continuu X (t):

Xn] =x.(nT) (5.1)
unde T este perioada de esantionare.

Schimbarea ratei de esantionare pentru secventa discretd X[n] este

echivalentd cu obtinerea unei secvente care s contind esantioanele semnalului
continuu obtinute cu o perioadd T #T :

X[n] = x,(nT") (52)

Deoarece avem la dispozitie secventa discretd Xn] si nu semnalul
continuu x_(t), prezinta interes acele metode de schimbare a ratei de esantionare

care opereazd numai asupra semnalului discret. Acestea sunt metodele de
esantionare multiratd care realizeazd decimarea (reducerea ratei de esantionare)
sau interpolarea (cresterea ratei de esantionare) cu ajutorul circuitelor de
decimare, respectiv expandare si a filtrelor adevate. Deoarece cresterea sau
scaderea ratei de esantionare se face in aceste circuite cu factori intregi,
obtinerea unei modificdri fractionare se poate realiza prin cascadarea circuitelor
de decimare cu cele de interpolare sau invers.

105




S. SCHIMBAREA RATEI DE ESANTIONARE

5.2. Decimar ea

Decimarea reprezintd operatia de reducere a ratei de esantionare a unui
semnal discret cu un factor intrisf

Xa[n] = XM = x,(NMT) (5.3)

Fie F,, frecventa maximid a semnalului continuu X (t). Conditia ca
semnalul x.(t) sd poatd fi reconstituit din esantioanele semnalului decimat
X4[N] este ca prin reducerea ratei de esantionare sd fie indeplinitd conditia
Nyquist:

Fe = 2F,, (5.4)
undeF.=—=——= L este rata de esantionare redusa cu factorul M.

Dacd nu se respectd conditiile de mai sus in urma decimirii apare
fenomenul de aliere (suprapunerea spectrelor pentru semnalul decimat). Pentru a
evita alierea se introduce Tnaintea circuitului elementar de decimare un filtru
trece-jos ca in figura:

x[n] Xd[N]
FTJ ‘M

Figura 5.1. Circuitul complet de decimare cu factddul

Frecventa (normatd) de tdiere a filtrului este:

T
=—. 5.5
@ =5 (5.5)
El. Exercitiu:
a) S& se genereze urmdtorul semnal:
X[ n] =sin(2rt,n) +sin(21d,n), n=0:N-1 (5.6)

unde f; si f, sunt frecventele normate corespunzitoare frecventelor
F, =1000Hz, F,=3500Hz, frecventa de esantionare fiind F,Z=20kHz.

Numdérul de esantioane este N =64.

106



S. SCHIMBAREA RATEI DE ESANTIONARE

b) Sa se realizeze decimarea acestui semnal cu M =2 si M =4. Se vor
reprezenta spectrul semnalului initial si spectrul semnalului decimat.

Intai s3 realizdm reducerea frecventei de esantionare cu un decimator
elementar care retine esantioanele multiplii de M:

xd[n] =xnM ]

xd = x(1: M N);

X = abs(fftshift(fft(x, 256)));

Xd = abs(fftshift(fft(xd, 256)));

f = linspace(-0.5,0.5, 256);

figure(l)

subplot (211),plot(f,X),grid,title(’ Spectrul lui x')
subpl ot (212),plot (f,Xd),grid,title(’ Spectrul lui xd)

Cum se modifica spectrul prin decimare? Completati tabelul:

F, Frecvente normate Frecvente nenormate
Y £/ f|; F (Hz) | F, (H)

Pentru a evita fenomenul de aliere (observat pentru frecventa F, daca

M =4) semnalul de intrare trebuie filtrat cu un filtru trece jos cu frecventa de
taiere w, =TU/M .

c¢) Obtineti coeficientii filtrului antialiere de ordin 30 cu functia fi r 1.
Filtrati semnalul de intrare cu filtrul proiectat.

Semnalul filtrat se obtine astfel:
xf =filter(h,1,x);
unde h sunt coeficientii functiei pondere ai filtrului FIR proiectat.
d) Decimati semnalul filtrat cu M =2 si M =4. Reprezentati spectrul

semnalului filtrat si spectrul semnalului filtrat si decimat. Comentati diferentele
fatd de rezultatele obtinute anterior.
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Functia Matlab deci mat e implementeazd un decimator, adici filtreaza
trece jos semnalul dat, dupd care il decimeaza cu rata specificata.

Sintaxe:

y = deci mat e(x, D)

 vectorul X contine valorile esantioanelor secventei de intrare X[n] iar D este
factorul de decimare. Pentru evitarea alierii se foloseste in mod implicit un
filtru trece jos de tip Cebisev I, de ordinul 8. Va rezulta vectorul y ce contine
valorile esantioanelor semnalului de iesire y[m] .

 lungimea vectorului x trebuie sa fie de cel putin 3 ori mai mare decat ordinul
filtrului folosit pentru a evita alierea. In aceastd sintaxd se foloseste in mod
implicit un filtru de ordinul 8 deci lungimea minima a vectorului x este 25.

y = deci mate(x, D, n)

» aceleasi considerente ca in sintaxa precedentd cu deosebirea ci se va folosi
pentru evitarea alierii un filtru trece jos de tip Cebisev I de ordinul n. In acest
caz vectoruk trebuie sa aibd lungimea mai mare ca 3n. Nu este recomandat
sd se aleagd un ordin mai mare decat 13 datoritd instabilitdtii numerice
(MATLAB avertizeaza in acest caz).

y = decimate(x,D,fir’)
* aceleasi considerente ca in prima sintaxd cu deosebirea cd se va folosi pentru
evitarea alierii un filtru cu rdspuns finit la impuls (RFI) de lungime 30.

y = decimate(x,D,n,’fir’)
* aceleasi considerente ca in a doua sintaxd cu deosebirea cd se va folosi pentru
evitarea alierii un filtru cu raspuns finit la impuls (RFI) de lungime n.

5.3. Interpolarea

Interpolarea reprezintd operatia de crestere a ratei de esantionare a unui
semnal discret cu un factor intrdg Aceasta constd intdi in expandarea
semnalului discret initial urmatd de filtrarea trece jos.

x[n] Xe[N] x[n]
rL FTJ

Figura 5.2. Circuitul complet de interpolare cu factdarul
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Expandarea semnalului initial se realizeaza prin introducerea a L -1
zerouri intre doud esantioane succesive ale Iui X n]:

Xn/L], n=0, £L, £2L,...

= , 5.7
X[ E 0 n rest ®7

Dupd expandare, filtrul trece jos are rolul de a elimina spectrele imagine
care apar in domeniul de frecvente normate ooD[—T[, T[], in urma cresterii

frecventei de esantionare de L ori. Frecventa normatd de tdiere a filtrului este:

_T
w = C (5.8)

De asemenea castigul filtrului trebuie sd fie egal cu L astfel incat si fie
indeplinita relatia intre esantioanele semnalelor X[Nn] si x[n]:

x[m]=x{m/L], pentru m=0, = L... (5.9

E2. Exercitiu.
a) Se vageneraun semnal sinusoidal:

xn]=sin(0.4m) n=0:N-1 (5.10)
unde N =64.

b) Se va realiza marirea ratei de esantionare prin expandare cu L =3.

X{n/L] pentru n=kL, kOZ
xgn] =0 -
o o in rest

xe = zeros(1l,L*N);
xe(1l:L:L*(N-1)) = x;

In figura 1 se va reprezenta o portiune din cele doua semnale:
figure(l)
subpl ot (311), stenm(0: 10, x(1:11)), grid;
subpl ot (312), stenm(0: L*10, xe(1: L*10+1)), gri d;

In figura 2 se vor reprezenta spectrele celor doud semnale.
X = abs(fftshift(fft(x,256)));
Xe = abs(fftshift(fft(xe, 256)));
f = linspace(-0.5,0.5, 256);
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figure(2)
subpl ot (311),plot(f,X),grid,title(’ Spectrul lui Xx')
subpl ot (312),plot(f, Xe),grid,title(’ Spectrul lui xe')

Cum se modificd spectrul prin expandare? Explicati aparitia
componentelor spectrale suplimentare in urma expandarii.

c) Structura completd a circuitului de interpolare se obtine prin adaugarea
dupa expandare a unui filtru trece jos cu frecventa de tdiere w =TU/L si cu
castigul egal cu L, care sd elimine spectrele imagine. Efectul acestei filtrdri in
domeniul timp este de a reface esantioanele semnalului in punctele unde s-au
introdus zerouri prin obtinerea unui semnal numeric cu spectrul identic cu cel al
semnalului analogic.

Proiectati un filtru trece jos de ordin 30 cu specificatiile de mai sus si
filtrati semnalul expandat.

d) Se vareprezenta semnalul xi obtinut in urma filtrédrii in aceeasi figurd
cu semnalele X si xe si spectrul acestui semnal in figura 2 (impreund cu celelalte
spectre):

figure(l),

subpl ot (313), sten(0: L*10, xi (16: L*10+16)), gri d;

Xi = abs(fftshift(fft(xi,265)));

figure(2)

subpl ot (313),plot(f, Xi),grid, title(’ Spectrul lui x')

Reluati exercitiul pentru L =6.

Functia Matlab interp implementeazd un interpolator, adica
expandeazd semnalul dat cu rata specificatd, dupd care il filtreaza trece jos.

Sintaxe:

y = interp(x,U

» vectorul x contine valorile esantioanelor secventei de intrare x[n] iar U este
factorul de interpolare. Varezulta vectorul y ce contine valorile esantioanelor
semnalului de iesire y[m)] .

» se foloseste in mod implicit un filtru anti-imagine de lungime 4 cu frecventa
de tdiere normatd 0,5. Lungimea vectorului X trebuie sd fie de cel putin
2(lungimea filtrului)+1. In aceasta sintaxa se foloseste in mod implicit un
filtru de lungime 4 deci lungimea minima a vectorului X este 9.
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y = interp(x,Ul,ft)

* aceleasi considerente ca in prima sintaxd cu deosebirea cd se va folosi un
filtru anti-imagine de lungime | si avand frecventa de tiiere normati ft . Tn
acest caz vectorul trebuie sa aiba lungimea de cel putin 2| +1.

[y,b] = interp(x,Ul, ft)
* v, X, U |, ft au aceleasi semnificatii ca in sintaxa precedentd; se va returna
in plus vectorub ce va contine coeficientii filtrului anti-imagine.

5.4. Modificarea fractionara a ratei de esantionare

In multe aplicatii practice ale procesdrii semnalelor digitale apare
problema schimbarii frecventei de esantionare a semnalului prin cresterea sau
scaderea acesteia. Conversia cu factorul rational L/M a ratei de esantionare se
poate realiza interpoland mai intdi semnalul cu un facter apoi decimand
iesirea interpolatorului cu factorul M. Schema corespunzitoare constd din
interconectarea in cascadd a unui interpolator cu un decimator :

X[n] X[ N] X N] Xda[N]
1L FTJ ‘M

Figura 5.3. Circuitul de modificare fractionard a ratei de esantionare.

Este important s se realizeze mai intdi interpolarea si dupd aceea
decimarea pentru a prezerva caracteristicile spectrale dorite adg]uiFiltrul

trece jos din Figura 5.3. incorporeazd operatiile de filtrare pentru interpolare si
decimare. Expresia Iuil ('“) este:

. Om L
H(ej“’):@_’ O£|w|Sm|nBM,IE

H 0, inrest

(5.11)

Pentru o bund intelegere se recomandd parcurgerea teoriei din cadrul
sistemelor cu esantionare multiratd referitoare la conversia ratei de esantionare
printr-un factor rational L/M.
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E3. Exercitiu:
Fie un semnal sinusoidal de frecventd F, =8kHz, esantionat cu frecventa

F, =32kHz. Lungimea semnalului este N =256. Se doreste modificarea
frecventei de esantionare la:

1. F, =48kHz.
2. F., =20kHz.
3. F, =12kHz.

a) Stabiliti factorii de interpolare L, respectiv de decimare M pentru
fiecare caz.

b) Proiectati filtrul trece jos din compunerea circuitului de modificare
fractionara a ratei de esantionare.

c) Efectuati schimbarea ratei de esantionare pentru semnalul dat.

d) Reprezentati spectrele semnalelor X[n], X,[n], X,[Nn] si x,[n].

Functia Matlab r esanpl e implementeaza modificarea fractionard a ratei
de esantionare pentru un semnal dat.

Sintaxe:

y = resanpl e(x, U, D)

» vectorul X contine valorile esantioanelor secventei de intrare X[n], U este
factorul deinterpolareiar D este factorul de decimare astfel incat se va realiza
conversia ratei de esantionare prin factorul rational U/D. Va rezulta vectorul y
ce contine valorile esantioanelor semnalului de iesire y[m|;

* in mod implicit se foloseste un filtru trece jos cu raspuns finit la impuls,
proiectat cu ajutorul procedurifirl folosind o fereastra Kaiser cu
parametrubet a = 5.

[y,Db] = resanpl e(x, U, D
* se returneazi in plus fatd de prima sintaxa vectorul b ce contine coeficientii
filtrului folosit Tn mod implicit.

y = resanpl e(x, U, D, b)

* V, X, Usi Dau aceleasi semnificatii ca in prima sintaxd ;

 vectorulb va contine coeficientii filtrului pe care dorim sa-1 folosim in locul
filtrului folosit implicit in prima sintaxa.

112




S. SCHIMBAREA RATEI DE ESANTIONARE

5.5. Aplicatii ale circuitelor multirata

5.5.1. Filtrarea FIR prin decimare

In acest capitol se demonstreaza utilitatea mai multor etaje de decimare
pentru obtinerea unei filtrdri cu banda foarte ingusté si volum redus de calcule.
S& presupunem cd avem un semnal cu frecventa maximd F,, =4kHz,

esantionat cu frecventa de esantionare F, =8kHz. Dorim si filtrdm semnalul

pentru obtinerea componentelor situate in banda O0—75Hz cu o banda de
tranzitie de la 75 la 80 Hz. Riplul maxim al filtrului in banda de trecere este 0.01
iar cel in banda de oprire 10

Pentru obtinerea acestor specificatii cu un singur filtru (fard a utiliza
decimarea) putem folosi algoritmul Remez. Ordinul filtrului se determind cu
functia remezord. Sintaxa acestei functii este:

remezord([F1 F2], [Al A2], [Rl R2], Fs)

unde: F1 este frecventa maxima a benzii de trecere;
F2 est frecventa minima a benzii de oprire;
Al este amplificarea filtrului in banda de trecere;
A2 este amplificarea filtrului Tn banda de oprire;
R1 este riplul maxim al filtrului Tn banda de trecere;
R2 este riplul maxim al filtrului Tn banda de oprire;
Fs este frecventa de esantionare la care lucreaza filtrul.

E4. Exercitiu:
a) Sa se determine ordinul filtrului cu specificatiile de mai sus.

Un semnal cu frecventa maxima de 80Hz esantionat cu F, =8kHz este

evident supraesantionat. Dupd cum s-a aratat anterior, prin decimare cu M
frecventa de esantionare se reduce de M ori.

b) Calculati cat trebuie ales M pentru a se obtine frecventa minimd de
esantionare, care sd indeplineasca conditia Nyquist pentru semnalul cu frecventa
maximd de 80Hz

Realizdm decimarea cu M in doud etape, cu doud circuite de decimare,
primul cu M, =25 si al doileacu M, =2,
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Figura 5.4. Filtrare cu doud etaje de decimare

Pentru a evita fenomenul de aliere primul filtru trece jos trebuie sd aiba
frecventa minima in banda de oprire:

F,_ F
F,=—=—2 5.12
0= o (5.12)

De asemenea pentru obtinerea componentelor situate in banda 0- 75Hz
trebuie ca frecventa maxima in banda de trecere sa fie:

F, =75Hz (5.13)

Gabaritul filtrului este prezentat mai jos:

0.01

10*
N

0 F.,=75Hz Fy=Fy/2 * F/2=4kHz

c) Calculati F s1 K. Proiectati primul filtru folosind algoritmul Remez.
Cat este ordinul primului filtru?

Atentie!
Primul filtru lucreazi tot la frecventa F, =8kHz. Numai dupa circuitul de

decimare frecventa de esantionare scade cu M,. Ordinul filtrului este mai mic
deoarece banda de tranzitie intre F; si F, este mai mare.

Pentru al doilea filtru trece jos conditiile de proiectare sunt cele ale
filtrului initial (banda de tranzitie de la 75 la 80HZ), doar ca frecventa lui de
lucru este in acest cdz,. Aceastaconduce la o banda de tranzitie in frecvente

normate mai mare.
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0.01

10*

$ >
0 75 80 Fe1/2=160Hz

d) Proiectati al doilea filtru folosind algoritmul Remez. Cat este ordinul
filtrului? Care este lungimea totald a celor doud filtre? Reprezentati
caracterigticile filtrelor proiectate.

5.5.2 Translatia de frecventa prin decimare - interpolare

ES. Exercitiu:
Fie un semnal de bandd ingustd (de exemplu un semnal modulat in
amplitudine):

X[n] =[1+ 0.8cos(21f,n)] cos(21tf,N)

unde f; si fp sunt frecventele normate pentru F, =600Hz, F,=7000Hz,

frecventa de esantionare F, = 20kHz. Numarul de esantioane este N =256.

a) Determinati banda (in frecvente normate) ocupatd de semnal.
Reprezentati spectrul semnalului.

Nfft = 512;

f = linspace(-0.5,0.5 Nfft);

X = abs(fftshift(fft(x, Nfft)));
subpl ot (411),plot(f,X),grid,title(’ Spectrul lui x')

b) Cat trebuie aleM astfel ca prin decimare cu un decimator elementar
(fara filtru trece jos) sd nu apard alierea si banda semnalului decimat si ocupe tot

domeniul de frecventd [0, 1) ? Deduceti o relatie de calcul intre M, F, si banda.

c) Decimati semnalul cu M calculat anterior. Reprezentati spectrul
semnalului decimat si verificati cd nu apare alierea.
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xd=x(1: M N);
Xd = abs(fftshift(fft(xd, Nfft)));
subpl ot (412),plot(f, Xd),grid,title(’ Spectrul lui xd)

d) Expandati semnalul cu acelasi M si reprezentati spectrul semnalului
obtinut.

xe = zeros(1l,N);

xe(1l:MN = xd;

Xe = abs(fftshift(fft(xe, Nfft)));

subpl ot (413),plot(f, Xe),grid, title(’ Spectrul
semal ul ui xe’)

e) Cate spectre imagine au apdrut? Care este largimea benzii normate
ocupate de un astfel de spectru fatd de banda semnalului initial?

Printr-o filtrare trece banda convenabil aleasd se poate selecta oricare din
spectrele imagine, rezultand o translatie a spectrului initial.

f) Proiectati un filtru trece bandd care sa retind al doilea spectru &
semnalului expandat. Ordinul filtrului trebuie ales suficient de mare ca sa
rejecteze frecventele spectrelor vecine. Reprezentati spectrul obtinut.

xf =filter(h,1,xe); %se filtreaza semmal ul expandat
Xf = abs(fftshift(fft(xf,Nfft)));
subpl ot (414),plot (f, Xf),grid, title(’ Spectrul lui xf’)
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